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IСНУВАННЯ ВIДОКРЕМЛЕНИХ БIЖУЧИХ ХВИЛЬ ДЛЯ СИСТЕМИ
НЕЛIНIЙНО ЗВ’ЯЗАНИХ ОСЦИЛЯТОРIВ НА ДВОВИМIРНIЙ ҐРАТЦI

We consider a system of differential equations that describes the dynamics of an infinite system of nonlinearly coupled
nonlinear oscillators on the 2d-lattice. By the method of critical points, we obtain a result on existence of the solitary
traveling waves.

Рассматривается система обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающая динамику бесконечной сис-
темы нелинейно связанных нелинейных осцилляторов на двумерной решетке. С помощью метода критических
точек получен результат о существовании уединенных бегущих волн.

1. Вступ. У цiй статтi будемо розглядати рiвняння, якi описують динамiку нескiнченної системи
нелiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на плоскiй цiлочисловiй ґратцi. Нехай qn,m(t) —
узагальнена координата (n,m)-го осцилятора в момент часу t. Передбачається, що кожний
осцилятор нелiнiйно взаємодiє з чотирма своїми найближчими сусiдами. Тодi рiвняння руху
системи, що розглядається, мають вигляд

\"qn,m = U \prime (qn+1,m  - qn,m) - U \prime (qn,m  - qn - 1,m)+

+U \prime (qn,m+1  - qn,m) - U \prime (qn,m  - qn,m - 1) - V \prime (qn,m), (n,m) \in \BbbZ 2, (1)

де U, V \in C1(\BbbR ).
Рiвняння (1) — це нескiнченна система звичайних диференцiальних рiвнянь, причому при

V (r) \equiv 0 (1) вони є двовимiрним аналогом системи Фермi – Пасти – Улама, а при V (r) =

= K(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} r) — дискретним рiвнянням \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}-Ґордона на двовимiрнiй ґратцi.

Важливим класом розв’язкiв для таких систем є бiжучi хвилi. Досить детальнi результати
про бiжучi хвилi в ланцюгах Фермi – Пасти – Улама можна знайти у працях О. Панкова, зокре-
ма в [15] наведено найбiльш повний огляд результатiв. Результати дослiджень таких систем iз
фiзичної точки зору можна знайти в монографiї [9]. У статтi [6] встановлено умови iснування
перiодичних бiжучих хвиль у системi Фермi – Пасти – Улама на двовимiрнiй ґратцi. Водночас
ланцюги осциляторiв врозглядались у кiлькох працях, зокрема в [12] результати отримано ме-
тодами теорiї бiфуркацiй, а в [1, 8] встановлено умови iснування перiодичних та вiдокремлених
бiжучих хвиль за допомогою методу критичних точок. У статтях [2, 5, 10, 11] вивчались бiжучi
хвилi для систем лiнiйно зв’язаних осциляторiв, розмiщених на двовимiрних ґратках. Зокре-
ма, в [10] дослiджувались система iз непарною 2\pi -перiодичною нелiнiйнiстю, а в [11] взагалi
розглядалися лiнiйнi осцилятори. В статтi [2] одержано умови iснування перiодичних i вiд-
окремлених бiжучих хвиль. У статтi [14] встановлено перiодичнi та гомоклiнiчнi бiжучi хвилi
для нескiнченного ланцюга нелiнiйно зв’язаних нелiнiйних частинок. У статтi [7] одержано
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результат про iснування перiодичних бiжучих хвиль для дискретного рiвняння \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}-Ґордона на
двовимiрнiй ґратцi, у статтi [3] — результат про iснування дозвукових перiодичних бiжучих
хвиль для нескiнченної системи нелiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, розмiщених на
двовимiрнiй ґратцi, а у статтi [4] — умови iснування надзвукових хвиль для такої системи.

2. Постановка задачi. Зазначимо, що бiжуча хвиля у двовимiрному випадку має вигляд

qn,m(t) = u(n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi +m \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi  - ct),

де функцiя неперервного аргументу u(s) називається профiлем, а константа c \not = 0 — швидкiстю
бiжучої хвилi. Для її профiлю u(s), де s = n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi +m \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi  - ct, рiвняння (1) набуває вигляду

c2u\prime \prime (s) = U \prime (u(s+ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi ) - u(s)) - U \prime (u(s) - u(s - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi ))+

+U \prime (u(s+ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi ) - u(s)) - U \prime (u(s) - u(s - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi )) - V \prime (u(s)). (2)

Скрiзь далi пiд розв’язком рiвняння (2) будемо розумiти функцiю u(s) класу C2(\BbbR ), яка задо-
вольняє рiвняння (2) для всiх s \in \BbbR .

Зазначимо, що в рiвняння (2) швидкiсть c входить у квадратi. Звiдси випливає, що якщо
функцiя u(s) задовольняє рiвняння (2), то iснують двi бiжучi хвилi з даним профiлем u та
швидкостями \pm c.

Нас цiкавлять вiдокремленi бiжучi хвилi, профiль яких задовольняє крайову умову

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
s\rightarrow \pm \infty 

u(s) = u(\pm \infty ) = 0. (3)

Зауважимо, що такi хвилi називають ще гомоклiнiчними до нуля.
3. Варiацiйне формулювання задачi. Позначимо через E гiльбертiв простiр H1(\BbbR ) зi

скалярним добутком

(u, v) =

+\infty \int 
 - \infty 

(u(s)v(s) + u\prime (s)v\prime (s))ds

i вiдповiдною нормою \| u\| = (u, u)
1
2 . Нагадаємо, що за теоремою вкладення E \subset Cb(\BbbR ), де

Cb(\BbbR ) — простiр обмежених неперервних функцiй на \BbbR . Бiльш того, функцiї з простору E

мають нульову границю на нескiнченностi.
На просторi E означимо оператори

(Au)(s) := u(s+ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi ) - u(s) =

s+cos\varphi \int 
s

u\prime (\tau )d\tau ,

(Bu)(s) := u(s+ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi ) - u(s) =

s+sin\varphi \int 
s

u\prime (\tau )d\tau .

Тодi справджується така лема (див. [6]).
Лема 1. Оператори A та B є обмеженими лiнiйними операторами, що задовольняють

нерiвностi

\| Au\| L2(\BbbR ) \leq | \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi | \| u\| ,

\| Bu\| L2(\BbbR ) \leq | \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi | \| u\| .
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Скрiзь далi будемо розглядати потенцiали U i V вигляду

(i) U(r) =
c20
2
r2 + f(r), V (r) =  - a2

2
+ g(r), де c0 \geq 0, a > 0.

Також припускаємо, що неквадратична частина кожного з цих потенцiалiв h \in \{ f ; g\} задо-
вольняє такi умови:

(ii) h(0) = h\prime (0) = 0 i h\prime (r) = o(r) при r \rightarrow 0;

(iii) iснує \mu > 2 таке, що

0 \leq \mu h(r) \leq rh\prime (r), r \not = 0.

Неважко переконатись у тому, що з цих умов випливає iснування таких сталих d > 0 i
d0 > 0, що

h(r) \geq d| r| \mu  - d0. (4)

Далi нам знадобиться така лема (див. [4])
Лема 2. У зроблених припущеннях iснує така неперервна монотонно зростаюча функцiя

\sigma (r), r \geq 0, що \sigma (0) = 0, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}r\rightarrow \infty \sigma (r) = +\infty i

h\prime (r)r \leq \sigma (| r| )r2. (5)

На просторi E розглянемо функцiонал

J(u) :=

+\infty \int 
 - \infty 

\biggl\{ 
c2

2
| u\prime (s)| 2  - U(Au(s)) - U(Bu(s)) - V (u(s))

\biggr\} 
ds.

Безпосереднiми обчисленнями одержуємо наступнi два твердження.
Лема 3. У зроблених припущеннях J — функцiонал класу C1 на E, а його похiдна для

будь-яких u, v \in E виражається формулою

\langle J \prime (u), v\rangle =
+\infty \int 

 - \infty 

\bigl\{ 
c2u\prime (s)v\prime (s) - U \prime (Au(s))Av(s) - U \prime (Bu(s))Bv(s) - V \prime (u(s))v(s)

\bigr\} 
ds.

Лема 4. Критичнi точки функцiонала J є C2-розв’язками рiвняння (2), що задовольняють
умову (3).

Лема 5. Нехай виконуються умови (i) – (iii). Тодi iснують такi \varepsilon > 0 i \gamma > 0, що для
нетривiальних критичних точок функцiонала J справджуються нерiвностi

\varepsilon 0 \leq \| u\| 2 \leq \gamma J(u). (6)

Доведення. Нехай u \in E — критична точка функцiонала J. Тодi J \prime (u) = 0 i

J(u) = J(u) - 1

\mu 
\langle J \prime (u), u\rangle =

=

\biggl( 
1

2
 - 1

\mu 

\biggr) +\infty \int 
 - \infty 

\bigl\{ 
c2| u\prime (s)| 2  - c20| Au(s)| 2  - c20| Bu(s)| 2 + a2| u(s)| 2

\bigr\} 
ds - 
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 - 
+\infty \int 

 - \infty 

\biggl\{ \biggl[ 
f(Au(s)) - 1

\mu 
f \prime (Au(s))Au(s)

\biggr] 
+

\biggl[ 
f(Bu(s)) - 1

\mu 
f \prime (Bu(s))Bu(s)

\biggr] \biggr\} 
ds - 

 - 
+\infty \int 

 - \infty 

\biggl\{ 
g(u(s)) - 1

\mu 
g\prime (u(s))u(s)

\biggr\} 
ds \geq 

\geq \mu  - 2

2\mu 

+\infty \int 
 - \infty 

\bigl\{ 
c2| u\prime (s)| 2  - c20| Au(s)| 2  - c20| Bu(s)| 2 + a2| u(s)| 2

\bigr\} 
ds.

Використовуючи лему 1, маємо

J(u) \geq \mu  - 2

2\mu 

\left\{   \alpha 0

+\infty \int 
 - \infty 

| u\prime (s)| 2ds+ a2
+\infty \int 

 - \infty 

| u(s)| 2ds

\right\}   ,

де \alpha 0 = c2  - c20. Тодi

J(u) \geq \mu  - 2

2\mu 
\alpha 1

\left\{   
+\infty \int 

 - \infty 

| u\prime (s)| 2ds+
+\infty \int 

 - \infty 

| u(s)| 2ds

\right\}   =
\mu  - 2

2\mu 
\alpha 1\| u\| 2,

де \alpha 1 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \alpha 0, a
2\} . Звiдси випливає друга з нерiвностей (6).

Доведемо першу з нерiвностей (6). Для критичної точки u \in E маємо \langle J \prime (u), u\rangle = 0, тобто

+\infty \int 
 - \infty 

\bigl\{ 
c2| u\prime (s)| 2  - c20| Au(s)| 2  - c20| Bu(s)| 2 + a2| u(s)| 2

\bigr\} 
ds =

+\infty \int 
 - \infty 

\bigl\{ 
f \prime (u(s) + g\prime (u(s)

\bigr\} 
u(s)ds.

Звiдси, як i вище, отримуємо

\alpha 1\| u\| 2 \leq 
+\infty \int 

 - \infty 

\bigl\{ 
f \prime (u(s) + g\prime (u(s)

\bigr\} 
u(s)ds. (7)

За лемою 2, враховуючи нерiвнiсть (5), одержуємо

(f \prime (r) + g\prime (r))r \leq \~\sigma (| r| )r2,

де \~\sigma (r) — монотонно зростаюча неперервна функцiя вiд r \geq 0 i \~\sigma (0) = 0. Тодi з (7) випливає,
що

\alpha 1\| u\| 2 \leq \~\sigma (\| u\| Cb(\BbbR ))

+\infty \int 
 - \infty 

\| u(s)\| 2ds.

За теоремою вкладення
\| u\| Cb(\BbbR ) \leq C\| u\| .

Отже,
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\alpha 1\| u\| 2 \leq \~\sigma (C\| u\| )\| u\| 2.

Оскiльки u \not = 0, то
\~\sigma (C\| u\| ) \geq \alpha 1,

звiдки випливає перша з нерiвностей (6) з \varepsilon 
1
2
0 = C - 1 \cdot \~\sigma (\alpha 1).

Лему 5 доведено.
4. Основний результат. Для одержання основного результату цiєї статтi нам знадобиться

наступна теорема (див. [4], теорема 2), в якiй встановлено iснування перiодичних бiжучих
хвиль.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (i) – (iii). Тодi для будь-яких k \geq 1 i c > c0 рiвнян-
ня (2) має 2k-перiодичний розв’язок. Тим самим iснують двi перiодичнi бiжучi хвилi з профiлем
u i швидкостями \pm c. Бiльш того, iснують такi сталi \varepsilon 0 > 0 i C > 0, якi не залежать вiд k,

що
\varepsilon 0 \leq \| u\| 2k \leq C, \varepsilon 0 \leq Jk(u) \leq C. (8)

Для одержання цього результату на гiльбертовому просторi Ek =
\bigl\{ 
u \in H1

loc(\BbbR ) : u(s+2k) =

= u(s)
\bigr\} 

зi скалярним добутком

(u, v) =

k\int 
 - k

(u(s)v(s) + u\prime (s)v\prime (s))ds

i вiдповiдною нормою \| u\| k = (u, u)
1
2 було розглянуто функцiонал

Jk(u) :=

k\int 
 - k

\biggl\{ 
c2

2
| u\prime (s)| 2  - U(Au(s)) - U(Bu(s)) - V (u(s))

\biggr\} 
ds,

критичнi точки якого є шуканими перiодичними розв’язками. Цей функцiонал задовольняє всi
умови теореми про гiрський перевал (див. [15, 16]), яка встановлює iснування його критичних
точок.

Доведемо тепер iснування вiдокремлених бiжучих хвиль з тими ж припущеннями, з якими
встановлено iснування перiодичних хвиль (теорема 1). Бiжучi хвилi в даному випадку знаходя-
ться як критичнi точки функцiонала J. Функцiонал J задовольняє частину умов теореми про
гiрський перевал. Однак, умова Пале – Смейла для цього функцiонала не виконується. Тому
критичнi точки в даному випадку будуються iншим способом — за допомогою переходу до
границi в критичних точках функцiонала Jk.

Для доведення основного результату цiєї статтi знадобляться деякi попереднi результати.
Перший з них є вiдомим (див. [13]).

Лема 6. Нехай \nu n — обмежена послiдовнiсть в E. Тодi якщо для деякого r > 0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
y\in \BbbR 

y+r\int 
y - r

| \nu n(s)| 2ds \rightarrow 0, (9)

то \nu n \rightarrow 0 в Lp(\BbbR ) для будь-якого p > 2.

Далi знадобиться наступна модифiкацiя цього результату.
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Лема 7. Нехай un \in Ekn , де kn \rightarrow \infty i \| un\| kn є обмеженою. Тодi якщо для деякого r > 0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
y\in \BbbR 

y+r\int 
y - r

| un(s)| 2ds \rightarrow 0, (10)

то \| un\| Lp
( - kn,kn)

\rightarrow 0 для будь-якого p > 2.

Доведення. Це твердження зводиться до попереднього таким чином. Позначимо через \chi 

таку неперервну функцiю на \BbbR , що \chi n(s) = 1 при | s| \leq kn, \chi n(s) = 0 при | s| \geq kn +1 i \chi n(s)

є лiнiйною на вiдрiзках [ - kn  - 1, - kn] i [kn, kn +1]. Очевидно, функцiя \chi є диференцiйовною
скрiзь, крiм точок s = \pm kn, \pm (kn + 1), i | \chi \prime 

n(s)| \leq 1.

Покладемо \nu n(s) = \chi n(s)un(s). Тодi \nu n належить E i маємо носiй на вiдрiзку [ - kn  - 
 - 1, kn + 1]. Крiм того,

\| \nu n\| 2L2(\BbbR ) =

+\infty \int 
 - \infty 

| \chi n(s)un(s)| 2ds \leq 
kn+1\int 

 - kn - 1

| un(s)| 2ds \leq 
2kn\int 

 - 2kn

| un(s)| 2ds \leq 2\| un\| 2L2( - 2kn,2kn)
.

Далi, згiдно з формулою Лейбнiца

\| \nu \prime n\| 2L2(\BbbR ) = \| \chi nu
\prime 
n + \chi \prime 

nun\| L2(\BbbR ) \leq \| \chi nu
\prime 
n\| L2(\BbbR ) + \| \chi \prime 

nun\| L2(\BbbR ) \leq 

\leq 

\left\{   
kn+1\int 

 - kn - 1

| u\prime n(s)| 2ds

\right\}   
1
2

+

\left\{   
kn+1\int 

 - kn - 1

| un(s)| 2ds

\right\}   
1
2

\leq 

\leq 

\left\{   
2kn\int 

 - 2kn

| u\prime n(s)| 2ds

\right\}   
1
2

+

\left\{   
2kn\int 

 - 2kn

| un(s)| 2ds

\right\}   
1
2

=

=
\surd 
2
\bigl\{ 
\| u\prime n\| L2( - 2kn,2kn) + \| un\| L2( - 2kn,2kn)

\bigr\} 
.

Звiдси випливає, що послiдовнiсть

\| \nu n\| 2 = \| \nu n\| 2L2(\BbbR ) + \| \nu \prime n\| 2L2(\BbbR )

є обмеженою.
Очевидно також, що iз спiввiдношення (10) для un випливає спiввiдношення (9) для \nu n.

Таким чином, згiдно з лемою 6 \| \nu n\| Lp(\BbbR ) \rightarrow 0. Однак

\| \nu n\| pLp(\BbbR ) =

kn+1\int 
 - kn - 1

| \chi n(s)un(s)| pds \geq 
kn\int 

 - kn

| un(s)| pds = \| un\| p( - kn,kn)
,

i лему доведено.
Основним результатом цiєї статтi є така теорема.
Теорема 2. Нехай виконуються умови (i) – (iii). Тодi для будь-якого c > c0 рiвняння (2) має

розв’язок u \in E. Тим самим iснують двi вiдокремленi бiжучi хвилi з профiлем u i швидкостя-
ми \pm c.
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Доведення. Виберемо довiльну послiдовнiсть kn \rightarrow \infty i позначимо через un \in Ekn 2k-
перiодичний розв’язок рiвняння (2), побудований в теоремi 1 при k = kn.

Переходячи до пiдпослiдовностi, можна вважати, що iснують такi \delta , r > 0 i послiдовнiсть
yn \in \BbbR , що

yn+r\int 
yn - r

| un(s)| 2ds \geq \delta . (11)

Дiйсно, нехай це не так. Тодi для будь-якого r > 0

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
y\in \BbbR 

y+r\int 
y - r

| un(s)| 2ds = 0.

Крiм того, згiдно з нерiвностями (8), послiдовнiсть \| un\| kn є обмеженою. Звiдси, згiдно з
лемою 7, випливає, що

\| un\| Lp( - kn,kn) \rightarrow 0. (12)

Далi, J \prime 
k(un) = 0 i, отже, \langle J \prime 

k(un), un\rangle = 0, тобто

kn\int 
 - kn

\bigl\{ 
c2| u\prime n(s)| 2  - c20| Aun(s)|  - c20| Bun(s)| + a2| un(s)| 

\bigr\} 
ds =

=

kn\int 
 - kn

\bigl\{ 
f \prime (Aun(s))Aun(s) + f \prime (Bun(s))Bun(s) + g\prime (un(s))un(s)

\bigr\} 
ds.

Звiдси

\alpha 1\| un\| 2kn \leq 
kn\int 

 - kn

\bigl\{ 
f \prime (Aun(s))Aun(s) + f \prime (Bun(s))Bun(s) + g\prime (un(s))un(s)

\bigr\} 
ds. (13)

За теоремою вкладення функцiї un(s) неперервнi i рiвномiрно по n обмеженi, тобто iснує
таке R > 0, що | un(s)| \leq R. Зафiксуємо довiльне p > 2. Згiдно з умовою (iii), для будь-якого
\varepsilon > 0 iснує таке C = C\varepsilon , що при | r| \leq R

| h\prime (r)| \leq \varepsilon | r| + C| r| p - 1, h \in \{ f, g\} .

Тодi з нерiвностi (13) маємо

\alpha 1\| un\| 2kn \leq \varepsilon 

kn\int 
 - kn

| un(s)| 2ds+ C

kn\int 
 - kn

| un(s)| pds =

= \varepsilon \| un\| 2L2( - kn,kn)
+ C\| un\| pLp( - kn,kn)

\leq \varepsilon \| un\| 2kn + C\| un\| pLp( - kn,kn)
.

Вибираючи тут \varepsilon =
\alpha 1

2
, отримуємо
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\alpha 1

2
\| un\| 2kn \leq C\| un\| pLp( - kn,kn)

.

Тодi, згiдно з (12), \| un\| kn \rightarrow 0, що суперечить першiй нерiвностi у (8). Таким чином, нерiв-
нiсть (11) доведено.

Рiвняння (2) iнварiантне вiдносно зсувiв. Тому якщо u(s) — його розв’язок, то u(s + y) —
також розв’язок для будь-якого y \in \BbbR . Отже, замiнюючи un(s) на un(s + y), можна вважати,
що (11) виконується з yn = 0.

Оскiльки \| un\| kn обмежена, то, переходячи до пiдпослiдовностi, можна вважати, що un \rightarrow u

слабко в H1
loc(\BbbR ), тобто слабко в H1(a, b) для будь-якого скiнченного iнтервалу (a, b). Згiдно

з теоремою вкладення, un \rightarrow u рiвномiрно на будь-якому скiнченному iнтервалi. Тому в нерiв-
ностi (11) (з yn = 0) можна перейти до границi та отримати

r\int 
 - r

| u(s)| 2ds \geq \delta .

Це означає, що u \not = 0.

Покажемо, що u належить E. Виберемо довiльно b > 0. Тодi при достатньо великих n

маємо
b\int 

 - b

\bigl\{ 
| u\prime n(s)| 2 + | un(s)| 2

\bigr\} 
ds \leq 

kn\int 
 - kn

\bigl\{ 
| u\prime n(s)| 2 + | un(s)| 2

\bigr\} 
ds \leq C

внаслiдок обмеженостi \| un\| kn . Оскiльки un \rightarrow u слабко в H1( - b, b), то

b\int 
 - b

\bigl\{ 
| u\prime (s)| 2 + | u(s)| 2

\bigr\} 
ds \leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

n\rightarrow \infty 
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

b\int 
 - b

\bigl\{ 
| u\prime n(s)| 2 + | un(s)| 2

\bigr\} 
ds \leq C.

Далi, оскiльки b є довiльним, то звiдси випливає, що

\| u\| 2 =
\infty \int 

 - \infty 

\bigl\{ 
| u\prime (s)| 2 + | u(s)| 2

\bigr\} 
ds \leq C < \infty ,

тобто u належить E.

Залишилося перевiрити, що u — розв’язок рiвняння (2). Нехай \phi (s) — довiльна нескiнченно
диференцiйовна функцiя з компактним носiєм supp\phi (s) \subset [ - b, b]. При достатньо великому n

iнтервал ( - kn + 1, kn  - 1) мiстить [ - b, b] i, отже, коректно визначено функцiю \phi n \in Ekn , яка
збiгається з \phi на ( - kn, kn). Оскiльки un — критична точка функцiонала Jk, то

0 = \langle J \prime 
k(un), \phi n\rangle =

=

kn\int 
 - kn

\bigl\{ 
c2u\prime n(s)\phi 

\prime 
n(s) - c20Aun(s)A\phi n(s) - c20Bun(s)B\phi n(s) + a2un(s)\phi n(s)

\bigr\} 
ds - 

 - 
kn\int 

 - kn

\bigl\{ 
f \prime (Aun(s))A\phi n(s) + f \prime (Bun(s))B\phi n(s) + g\prime (un(s))\phi n(s)

\bigr\} 
ds =
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=

b\int 
 - b

\bigl\{ 
c2u\prime n(s)\phi 

\prime (s) - c20Aun(s)A\phi (s) - c20Bun(s)B\phi (s) + a2un(s)\phi (s)
\bigr\} 
ds - 

 - 
b\int 

 - b

\bigl\{ 
f \prime (Aun(s))A\phi (s) + f \prime (Bun(s))B\phi (s) + g\prime (un(s))\phi (s)

\bigr\} 
ds.

У першому iнтегралi правої частини цiєї рiвностi можна перейти до границi при n \rightarrow \infty ,

оскiльки un \rightarrow u слабко в H1( - b, b). Згiдно з теоремою вкладення, un \rightarrow u рiвномiрно на
[ - b, b]. Тому i в другому iнтегралi можна перейти до границi. Отже,

0 =

b\int 
 - b

\bigl\{ 
c2u\prime (s)\phi \prime (s) - c20Au(s)A\phi (s) - c20Bu(s)B\phi (s) + a2u(s)\phi (s)

\bigr\} 
ds - 

 - 
b\int 

 - b

\bigl\{ 
f \prime (Au(s))A\phi (s) + f \prime (Bu(s))B\phi (s) + g\prime (u(s))\phi (s)

\bigr\} 
ds =

=

+\infty \int 
 - \infty 

\bigl\{ 
c2u\prime (s)\phi \prime (s) - c20Au(s)A\phi (s) - c20Bu(s)B\phi (s) + a2u(s)\phi (s)

\bigr\} 
ds - 

 - 
+\infty \int 

 - \infty 

\bigl\{ 
f \prime (Au(s))A\phi (s) + f \prime (Bu(s))B\phi (s) + g\prime (u(s))\phi (s)

\bigr\} 
ds = \langle J \prime (u), \phi \rangle .

Оскiльки \phi — довiльна нескiнченно диференцiйовна функцiя з компактним носiєм i мно-
жина таких функцiй є щiльною в E, то J \prime (u) = 0. Це означає, що u — критична точка
функцiонала J i, отже, є розв’язком задачi, що розглядається.

Теорему 2 доведено.
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