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Анотація. У статті розглядається узагальнення множини комплексних 

чисел як основа формування у студентів навичок дослідницької діяльності 
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Постановка проблеми. Майбутній вчитель математики повинен уміти 

конструювати і досліджувати нові математичні об’єкти. І тоді рівень його 

професійної підготовки значно зростає. Цього можна досягти і розв’язуючи 

задачі в рамках навчальної програми і в процесі самоосвітньої діяльності. 

Мета даної публікації – показати один із методів побудови нового 

математичного об’єкту. А саме : побудова узагальнення множини комплексних 

чисел.  

Основна задача такої побудови – це формування  у студентів навичок 

власної дослідницької діяльності.  

Виклад основного матеріалу. Нехай маємо квадратний тричлен   
2 -2x px q , у якого ,p qR, 2p q  <0, і нехай І корінь цього тричлена, тобто         

                                           2 2 0I pI q   .                                                    (1) 

За базисну множину візьмемо множину   

      
, { | , }.p qC a bI a b R                                                                              (2) 

Наділимо цю множину двома операціями у такий спосіб:  

1 1 2 2 ,, p qa b I a b I C     

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

: ( ) ,

( )( ) : ( 2 ) ,

a b I a b I a a b b I

a b I a b I a a qbb a b ba pbb I

      

      
                               (3) 

і дослідимо, яку алгебраїчну структуру має множина (2) з операціями (3). 
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Насамперед очевидно, що операція додавання є комутативною і 

асоціативною, а за нейтральний ( нульовий ) елемент слід взяти елемент 0 0 I  .  

Легко перевірити , що для кожного елемента  
,p qa bI C   маємо 

протилежний елемент 
,- ( ) p qa b I C    такий, що  (- (- ) ) 0 0a bI a b I I       

Отже, 
,p qC  відносно додавання є абелевою  групою. 

Операція множення означена з врахуванням умови (1), тобто множення 

двох елементів з 
,p qC  виконується як множення многочленів з врахуванням 

того, що  2 2 .I q pI                                                                                           (4) 

У зв’язку з цим легко перевірити, що операція множення є комутативною і 

асоціативною.             

Далі, для будь-якого 
,p qa bI C   ( )(1 0 ) ,a bI I a bI     тобто елемент 1+0І 

є нейтральним (одиничним ) елементом відносно множення. 

Для кожного 
,p qa bI C   існує єдиний елемент 2 -a pb bI  такий, що 

2 2( )( 2 - ) 2 .a bI a pb bI a pab qb      

Будемо називати цей елемент спряженим до  a bI  і позначати Ia b , 

тобто, : 2a bI a pb bI                                                                                       (5) 

             2 2( )( ) 2a bI a bI a pab qb                                                                  

(6) 

Зокрема, 2 -I p I , а, отже,  a bI a bI   . 

Крім того (2 )II I p I q   ,                                                                       (7) 

а для елементів вигляду а+0І маємо 0 0a I a I     і  2( )( 0 )a bI a I a    . 

Нехай  a bI  довільний елемент з 
,p qC  відмінний від нульового елемента  

0+0І. Тоді 
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 2
( )( )

2 2 2

2 2
1 0 ,

2

a pb b a pab b
a bI I

a pab b a pab b a pab b

ab ab pb pb
I I

a pab b

  
   

     

   
  

 

 

тобто  0 0a bI I      існує обернений елемент.  

Таким чином множина 
qp,C (без нульового елемента) є абелевою групою 

відносно множення.  

Нарешті, неважко перевірити, що операція множення є дистрибутивною 

відносно додавання, тобто для довільних 1 1 2 2 3 3, ,a b I a b I a b I    з 
,p qC  має місце 

рівність: 

1 1 2 2 3 3 1 1 3 3 2 2 3 3( )( ) ( )( ) ( )( ).a b I a b I a b I a b I a b I a b I a b I           

Підсумовуючи зроблене, робимо висновок, що математична структура 

,( , , )p qC    є полем з нульовим елементом 0+0І і одиничним елементом 1+0І. 
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У ньому для кожного елемента a bI  існує єдиний протилежний елемент 

-a bI , а для кожного 0 0a bI I     існує єдиний обернений 

2 2 2 2

2

2 2

a pb b
I

a pab b a pab b




   
. 

У цьому полі для кожного елемента a bI  означено спряжений елемент 

2a bI a bI a pb bI       такий , що  

2 2( )( ) 2a bI a bI a pab qb      є невідоме число.  

Поняття спряженого елемента дозволяє досить просто записати результат 

ділення двох елементів з 
,p qC .  

А саме, для довільних елементів 1 1 2 2, 0 0a b I a b I I      

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 ( )( )
.

2 2 2

a b I a a qbb pa b b a a b a b I a b I
I

a b I a pa b qb a pa b qb a pa b qb

     
  

      
 

Неважко також переконатись, що  

1 1 2 2 1 1 2 2 ,a b I a b I a b I a b I     

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

( )( ) ( 2 )

2 ( 2 ) ( 2 )

a b I a b I a a qbb a b ba pbb I a a qbb

p a b ba pbb a b ba pbb I a b I a b I

        

         
 

Означення: Поле 
,p qC  будемо називати  полем p,q-комплексних чисел, а 

його елементи  p,q-комплексними числами. 

Очевидно, що підмножина { 0 | }a I a R   є  підполе поля 
,p qC , причому 

воно ізоморфне полю дійсних чисел R, тому ми точно так само як у полі С 

ототожнимо підполе { 0 | }a I a R   з полем R, тобто замість  а+0І  будемо 

писати просто а. 

Зазначимо, що поле 
,p qC  можна розглядати і як лінійний простір над полем 

R,  бо  
, ,p q p qz a bI C      і  R  ( ) .a bI a bI      

Тепер нас цікавить геометрична інтерпретація p,q-комплексних чисел.  

Для початку на множині  
,p qC   означимо білінійну форму у такий спосіб: 

1 1 2 2 ,

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

,

( , )

p qa b I a b I C

A a b I a b I a a pa b pb a qbb

   

     
                    (8) 

де .02 qp  

Неважко перевірити, що (8)  задовольняє всі чотири аксіоми скалярного 

добутку, тобто 

RtCIbaIbaIba qp  ,,, ,332211  маємо: 

1. ),,(),( 11222211 IbaIbaAIbaIbaA   

2. ),(),(),( 33223311332211 IbaIbaAIbaIbaAIbaIbaIbaA  , 

3. ),()),((
22112211 IbaIbatAIbaIbatA  , 
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4. ,0),( 1111  IbaIbaA причому 0),( 1111  IbaIbaA  тоді і тільки тоді, 

коли  IIba 0011  . 

Отже, (8)  наділяє поле 
qp,C  структурою евклідового простору над полем 

дійсних чисел R.  

Позначати скалярний добуток будемо у такий спосіб: 
).,(:),( 22112211 IbaIbaAIbaIba   

Скалярний добуток (8) породжує норму 

,2)( 22 qbpababIabIabIa                                                   (9) 

квадрат якої збігається з (6), і поле 
qp,C  є нормованим, більше того 

банаховим простором.  

У нормованому просторі у стандартний спосіб задається відстань 

                 
2

212121

2

21

22112211

)())((2)(

),(

bbqbbaapaa

IbaIbaIbaIbad




                      (10) 

Оскільки 
,p qC  є лінійний простір над полем дійсних чисел R розмірності 

два, то цілком природно за базисні обрати p,q-комплексні    числа 1+0І, 0+1І, 

тобто 1 і І.  

Очевидно, що для цих чисел  ,,11 qI  .
1

),1(
),1cos(cos

q

p

I

I
I 


  

Зрозуміло, що кут    буде задовольняти умови 

2
0


   , якщо 0p , 




2
, якщо 0p . 

У базисі (1,І) елементи поля 
qp,C  можна розглядати як координатне 

подання елементів лінійного простору над полем R, тобто bIaz qp ,
 у базисі 

(1,І) є пара дійсних чисел (a,b). 

Висновки. Таким чином ми показали метод побудови нової числової 

системи шляхом узагальнення множини комплексних чисел.  
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