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Анотація 
Одержано результат про існування періодичних і відокремлених біжучих хвиль в системі Фермі-Пасти-

Улама із насичуваною нелінійністю. Для цього використано варіаційну техніку і метод періодичних апроксима-
цій. 
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Abstract 
It is obtained result on the existence of periodic and solitary traveling waves in Fermi-Pasta-Ulam system. For this, 

a variational technique and a method of periodic approximations are used. 
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У 1953 році один із найвидатніших фізиків ХХ століття Е. Фермі попросив своїх колег по Лос-Аламоській 

лабораторії С. Улама, Дж. Пасту та М. Цингу одну з нелінійних задач на ЕОМ «MANIAC I» (англ.: Mathematical 
Analyzer, Numerical Integrator and Computer). Вони повинні були дослідити питання про термалізацію енергії в 
нелінійних дискретно навантажених струнах на прикладі коливання 64 важків, пов’язаних одна з одною пру-
жинками, які при відхиленні від положення рівноваги отримували силу повернення. Створюючи початкове 
коливання, дослідники хотіли подивитися, як ця початкова мода буде розподілятися по всіх інших модах. Пе-
редбачалося, що енергія в кінці кінців рівномірно розподілиться між модами, тобто по всій довжині хвилі, тим 
самим відбудеться термалізація енергії. Фактично задача зводилася до дослідження поведінки систем звичай-
них диференціальних рівнянь, які спочатку були лінійними, але в які було внесено нелінійність як збурення. 
Якби такого збурення не було, то енергія кожної нормальної моди лінійної системи, тобто коливань із заданою 
частотою, була б сталою. Тому можна було сподіватися, що нелінійні взаємодії між модами приведуть до того, 
щоб енергія системи рівномірно розподілилася між модами. після проведення розрахунків цієї задачі на 
«MANIAC I» очікуваного результату вони не отримали, але виявили, що перекачування енергії в дві або три 
моди на початковому етапі розрахунку дійсно відбувається, але потім спостерігається повернення до початко-
вого стану. Варто зауважити, що відносно недавно (у 2015 р.) групою науковців у складі: М. Онорато, 
Л. Возелла, Д. Промент під керівництвом американського вченого Ю. Львова вдалося знайти розв’язання про-
блеми Фермі–Пасти–Улама. В статті [12] наводиться математичне пояснення, який рівень енергії необхідний, 
щоб створити одну повну хвилю в ланцюжку з’єднаних важок, які прагнуть до теплової рівноваги. 

Праці Е. Фермі, Дж. Пасти та С. Улама дали поштовх для великої кількості подальших чисельних та аналі-
тичних досліджень. Один з перших строгих результатів щодо загальних систем типу Фермі–Пасти–Улама був 
отриманий у 1994 році Ж. Фрізеке та Дж. Ваттісом в статті [11]. Вони довели існування відокремлених біжучих 
хвиль з деякими загальними припущеннями щодо потенціалу взаємодії між частинками. Для одержання основ-
них результатів вони використали процедуру умовної мінімізації та принцип концентрованої компактності. 
Найбільш повний огляд результатів для таких систем можна знайти в [13]. 

Будемо розглядати одновимірний ланцюг частинок, що взаємодіють зі своїми найближчими сусідами. Рів-
няння руху такої системи мають вигляд: 
    1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,n n n n nq t U q t q t U q t q t n        ,   (1)   
де ( )nq t  – координата n -ої частинки в момент часу t , U  – потенціал взаємодії між сусідніми частинками. 

Біжучі хвилі в подібних системах на двовимірних ґратках вивчалися в статтях [1-5; 7; 8; 10].  
У цій статті ми будемо вивчати системи (1) із насичуваними нелінінійностями, які не задовольняють умови, 

одержані в [13]. Це означає, що на нескінченності ( )U r  росте як  const r . Зауважимо, що такі нелінійності 
вивчалися в статтях [6; 9; 14]. 

Зауважимо, що біжучою хвилею є розв’язок вигляду 
( ) ( ),nq t u n ct   



  

де ( )u s  – функція неперервного аргументу s . Функція ( )u s  називається профілем хвилі. Константа 0c   
представляє собою швидкість хвилі. Підставляючи біжучу хвилю в систему (1), одержуємо рівняння для профі-
лю біжучої хвилі 
            2 1 1 .c u s U u s u s U u s u s           (2)   

Зауважимо, що в статті [14] вивчалися два види біжучих хвиль: періодичні і відокремлені. Періодична біжу-

ча хвиля – це біжуча хвиля профіль відносного зміщення 
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   (рівнозначно, ( )u s ) – періодична  

функція. А відокремелена біжуча хвиля – хвиля, профіль відносного зміщення ( )r s  (рівнозначно, ( )u s ) роз-
пливається на нескінченності.  

На відміну від статті [14] ми будемо накладати умови не на профіль відносного зміщення, а на сам про-
філь. Тобто у випадку періодичних біжучих хвиль достатньо знайти розв’язок, який задовольняє умову (пері-
одичність)  
 ( 2 ) ( ), 0u s k u s k   .  (3) 
А у випадку відокремлених біжучих хвиль (розпливання) 
  lim ( ) 0

s
u s u


   .  (4) 

Для формулювання припущень про потенціал ( )U r  відокремимо гармонічну і ангармонічну частини  
2
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U r r V r  . 

Зробимо наступні припущення: 
(і) функція V є неперервно диференційовною на   та (0) (0) 0V V   , а ( ) ( )V r o r   при 0;r   

(ii) існує скінченна границя ( )lim
r

V r l
r


 , а функція ( ) ( )g r V r lr  обмежена; 

(ііі) для кожного 0 0r   існує 0 0   таке, що 0
1 ( ) ( )
2

rV r V r     для 0| |r r , і ( ) 0V r   для всіх r .  

За допомогою теореми про гірський перевал ([13; 15]) і методу періодичних апроксимацій одержано 
наступні результати. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови (і)-(ііі). Тоді якщо  2 2 2
0 0c c c l    i 
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 для всіх n , 

то рівняння (2) має несталий розв’язок u , який задовольняє умову (3). 
 
Теорема 2. Нехай виконуються умови (і)-(ііі). Тоді якщо 2 2 2

0 0c c c l   , то рівняння (3) має несталий 
розв’язок u , який задовольняє умови (4). Більше того, цей розв’язок має експоненціальну оцінку, тобто 

 ( ) expu s C s    
з деякими додатними константами C  і  . 
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