
Науково-популярний альманах «Математика та інформатика навколо нас». 2020. Випуск 4 
 

 14

УДК 517.97                

Сергій Бак, 
канд. фіз.-мат. наук, доцент, 

доцент кафедри математики та інформатики 
Вiнницького державного педагогiчного унiверситету 

iменi Михайла Коцюбинського, 
Галина Ковтонюк, 

канд. пед. наук, доцент 
кафедри математики та інформатики 

Вiнницького державного педагогiчного унiверситету 
iменi Михайла Коцюбинського, 

Богдан Лисак, 
студент факультету математики, фізики, 

комп’ютерних наук і технологій  
Вiнницького державного педагогiчного унiверситету 

iменi Михайла Коцюбинського 
 

ІСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ СОЛІТОННОГО ТИПУ В СИСТЕМАХ 

ТИПУ ФЕРМІ-ПАСТИ-УЛАМА 

 
Анотацiя. У статті одержано умови існування відокремлених біжучих хвиль в 

системах типу Фермі-Пасти-Улама на двовимірній ґратці. Для цього використано 
варіаційний підхід і метод періодичних апроксимацій. 

Ключовi слова: відокремлена біжуча хвиля, солітон, система типу Фермі-Пасти-
Улама, двовимірна ґратка.  

Abstract. The conditions for the existence of solitary traveling waves in a Fermi-Pasta-
Ulam-type sysytems on a two-dimensional lattice are obtained. For this, the variational approach 
and the method of periodic approximations are used. 

Key words: solitary traveling wave, soliton, Fermi-Pasta-Ulam-type sysytem, two-
dimensional lattice. 

 

У 1953 році один із найвидатніших фізиків ХХ століття Е. Фермі 

попросив своїх колег по Лос-Аламоській лабораторії С. Улама, Дж. Пасту та 

М. Цингу розв’язати одну з нелінійних задач на ЕОМ «MANIAC I» (англ.: 

Mathematical Analyzer, Numerical Integrator and Computer). Вони повинні були 

дослідити питання про термалізацію енергії в нелінійних дискретно 

навантажених струнах на прикладі коливання 64 важок, пов’язаних одна з 
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одною пружинками, які при відхиленні від положення рівноваги отримували 

силу повернення. Створюючи початкове коливання, дослідники хотіли 

подивитися, як ця початкова мода буде розподілятися по всіх інших модах. 

Передбачалося, що енергія в кінці кінців рівномірно розподілиться між модами, 

тобто по всій довжині хвилі, тим самим відбудеться термалізація енергії. 

Фактично задача зводилася до дослідження поведінки систем звичайних 

диференціальних рівнянь, які спочатку були лінійними, але в які було внесено 

нелінійність як збурення. Якби такого збурення не було, то енергія кожної 

нормальної моди лінійної системи, тобто коливань із заданою частотою, була б 

сталою. Тому можна було сподіватися, що нелінійні взаємодії між модами 

приведуть до того, щоб енергія системи рівномірно розподілилася між модами. 

Рух ланцюга важок, який розглядали Фермі, Паста та Улам, описувався 

системою  

   1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 1, ,n n n n nmq t U q t q t U q t q t n N        

де ( )nq t  – відхилення n -ої важки в момент часу ,t  m  – маса важки, 64N  . 

Вони розглядали потенціали ( )U r  вигляду 

2 3( )
2 3

U r r r 
   

та 

2 4( )
2 4

U r r r 
  . 

Пізніше системи Фермі–Пасти–Улама (ФПУ) з такими потенціалами назвали 

 -модель та  -модель ФПУ відповідно.  

У 1954 році після проведення розрахунків цієї задачі на «MANIAC I» 

очікуваного результату вони не отримали, але виявили, що перекачування 

енергії в дві або три моди на початковому етапі розрахунку дійсно відбувається, 

але потім спостерігається повернення до початкового стану ([7]). Про цей 

парадокс, пов’язаний з поверненням початкового коливання, стало відомо 

кільком математикам і фізикам. Зокрема, про цю задачу дізналися американські 
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фізики Н. Забускі і М. Крускал, які вирішили продовжити обчислювальні 

експерименти з моделлю, запропонованою Фермі. Виявилося, що в ланцюжку 

виникають особливі відокремлені хвилі (пізніше вони їх назвали солітонами), 

які не дають енергії рівномірно розподілятися по всій її довжині. Це було 

виявлено тільки через 11 років. [11] 

Один з перших строгих результатів щодо загальних систем типу ФПУ був 

отриманий у 1994 році Ж. Фрізеке та Дж. Ваттісом в статті [8]. Вони довели 

існування відокремлених біжучих хвиль з деякими загальними припущеннями 

щодо потенціалу взаємодії між частинками. Зокрема, клас їх потенціалів 

включає потенціали типу Тоди, Леннарда–Джонса та ін. Для одержання 

основних результатів вони використали процедуру умовної мінімізації та 

принцип концентрованої компактності П. Ліонса.  

У 2000 році в статті [10] О. Панков та К. Пфлюгер переглянули останній 

підхід, вибравши періодичні біжучі хвилі як відправну точка. Існування 

періодичних хвиль вони встановили за допомогою стандартної теореми про 

гірський перевал. А відокремлені хвилі було одержано за допомогою методу 

періодичних апроксимацій.  

Подібну задачу для нескінченних ґраток вивчали Г. Аріолі, Дж. 

Чабровскі, Ф. Газ зола, А. Шульгін, С. Терраціні та ін.  

У цій статті вивчається система типу Фермі-Пасти-Улама на двовимірній 

ґратці. Нехай  ,n mq t  –  координата  ,n m -ї частинки в момент часу t .  

Передбачається, що кожна частинка нелінійно взаємодіє з чотирма своїми 

найближчими сусідами. Тоді рівняння руху системи, що розглядається, мають 

вигляд 
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, 1 1, , 1 , 1,
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q W q q W q q

W q q W q q n m

 

 

     

     




 (1) 

де 1W ,  1
2W C   – потенціали взаємодії сусідніх частинок.  

Біжучою хвилею в даному випадку є розв’язок вигляду 
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  , ( ) cos sinn mq t u n m ct    , (2) 

де  cos , sinl  


 – фіксований хвильовий вектор, який задає напрям поширення 

хвилі. Нагадаємо, що функція неперервного аргументу ( ),u s  s , називається 

профілем біжучої хвилі. Стала 0с   представляє собою швидкість хвилi. Якщо 

0c  , то хвиля зміщується вправо, а якщо 0c  , то вліво.  

Для профілю  u s  біжучої хвилі (2), де cos sins n m ct    , рівняння 

(1) набуде вигляду 

 
   

   

2
1 1

2 2

( ) ( cos ) ( ) ( ) ( cos )

( sin ) ( ) ( ) ( sin ) .

c u s W u s u s W u s u s

W u s u s W u s u s

 

 

        

      
 (3) 

За допомогою варіаційної техніки встановлено існування відокремлених 

біжучих хвиль, профілі яких задовольняють крайові умови 

 lim ( ) ( ) 0.
s

u s u


    (4) 

Теорема 1. Нехай виконуються умови 

 i     2 , 1, 2
2

i
i i

сW r r f r i   , де  1
if C  ,    0 0 0i if f    і 

   if r r   при 0r  ; 

 ii  існують такі 0r   і 2  , що  0 0if r   і     ,i if r rf r r   .  

Тоді для будь-яких  2
1 2: max , , 0c a c c   рівняння (3) має несталий розв'язок u , 

що задовольняє умову (4). 

Для доведення теореми використано метод критичних точок і метод 

періодичних апроксимацій. 

Зауважимо, що такі хвилі вивчалися в системах осциляторів і дискретних 

рівняннях типу синус-Ґордона ([1; 2; 6; 13; 14]). А в статтях [4; 12] вивчались 

періодичні і відокрмлені хвилі в системах типу Фермі-Пасти-Улама, в яких 

умова періодичності і крайові умови на нескінченності накладалися не на сам 

профіль хвилі (як це зроблено вище), а на його похідну.  
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В статті [3] вивчались стоячі хвилі (лакунарні солітони) в дискретних 

нелінійних рівняннях типу Шредінгера на двовимірній ґратці. 

Таким чином, у цій статті одержано результат про існування розв’язків 

солітонного типу – відокремлених біжучих хвиль в системах типу Фермі-

Пасти-Улама на двовимірній ґратці.  
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